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Osnovne definicije i rezultati iz
Uvoda u linearnu algebru

(0.01) Simetrije
Neka je A = [aij] kvadratna matrica (matrica oblika n× n).
a) Za A kažemo da je simetrična matrica kadgod je A = A�, tj. kadgod aij = aji.
b) Za A kažemo da je nakrivo-simetrična matrica kadgod je A = −A�, tj. kadgod aij = −aji.
c) Za A kažemo da je hermitska matrica kadgod je A = A∗, tj. kadgod je aij = aji. Ovo je

kompleksni analog simetričnosti.
d) Za A kažemo da je nakrivo-hermitska matrica kadgod je A = −A∗, tj. kadgod je aij = aji.

Ovo je kompleksni analog nakrivo-simetričnosti. �

(0.02) Dijagonalne i trougaone matrice

a) Matrice oblike D =

⎡
⎢⎢⎢⎣
λ0 0 ... 0
0 λ1 ... 0
...

...
...

0 0 ... λd

⎤
⎥⎥⎥⎦ zovemo dijagonalne matrice i često ih označavamo sa

diag(λ0, λ1, ..., λd).
b) Glavna dijagonala kvadratne matrice su elementi koji se nalaze na dijagonalnoj liniji koja

počinje u gornjem lijevom uglu matrice a završava u donjem desnom uglu. Za kvadratnu matricu
kažemo da je trougaona matrica ako su svi elementi iznad glavne dijagonale ili ispod glavne
dijagonale jednaki nula. Za kavadratnu matricu kažemo da je gornje-trougaona matrica ako su svi
elementi ispod glavne dijagonale jednaki nula. Za kvadratnu matricu kažemo da je
donje-trougaona matrica ako su svi elementi iznad glavne dijagonale jednaki nuli. �

(0.03) Inverzna matrica
Za datu kvadratnu matricu An×n, matricu Bn×n koja zadovoljava uslov

AB = I i BA = I

zovemo inverz od A i označavamo sa B = A−1. Nisu sve kvadratne matrice invertibilne - nula
matrica je trivijalni primjer, i postoji veliki broj nenula matrica koje nisu invertibilne. Za
invertibilnu matricu kažemo da je nesingularna, a za kvadratnu matricu koja nema inverznu
matricu kažemo da je singularna matrica. �

(0.04) Saglasan i nesaglasan sistem
Za sistem od m linearnih jednačina sa n nepoznatih kažemo da je saglasan sistem ako posjeduje

bar jedno rješenje. Ako sistem nema rješenja, tada za sistem kažemo da je nesaglasan sistem. �

(0.05) Elementarne red (kolona) operacije
Elementarne red (kolona) operacije su:
(i) Zamjena mjesta redova (kolona) i i j.
(ii) Množenje reda (kolone) i sa α �= 0.
(iii) Dodavanje reda (kolone) i pomnožene nekim brojem redu (koloni) j. �

(0.06) Ekvivalencija
(i) Kadgod matricu B možemo dobiti iz matrice A kombinacijom elementarnih red ili kolona

operacija, pǐsemo A ∼ B, i kažemo da su A i B ekvivalentne matrice. S obzirom da su elementarne
red i kolona operacije u stvari množenje redom sa lijeve i desne strane elementarnim matricama
može se dokazati da

A ∼ B ⇔ PAQ = B za nesingularne P i Q
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(ii) Kadgod se matrica B može dobiti iz matrice A primjenjujući samo red operacije, pǐsemo

A
red∼ B, i kažemo da su matrice A i B red ekvivalentne. Drugim riječima

A
red∼ B ⇔ PA = B za nesingularnu P.

(iii) Kad god se matrica B može dobiti iz matrice A primjenjujući samo niz uzastopnih kolona

operacija, pǐsemo A
kol∼ B, i kažemo da su matrice A i B kolona ekvivalentne. Drugim riječima

A
kol∼ B ⇔ AQ = B za nesingularnu Q.

�

(0.07) Red ešelon oblik
Za m× n matricu E, sa redovima Ei∗ i kolonama E∗j, kažemo da je u red ešelon obliku ako

sljedeća dva uslova vrijede:
(a) Ako su svi elementi reda Ei∗ jenaki nuli, tada su i svi elementi u redovima ispod Ei∗ jednaki

nuli, tj. svi nula redovi su na dnu matrice.
(b) Ako se prvi nenula elemenat u Ei∗ nalazi na jtoj poziciji, tada su svi elementi ispod i-te

pozicije u kolonama E∗1, E∗2,...,E∗j nule.
Ova dva uslova kažu da nenula elementi u ešelon obliku moraju ležati na ili iznad glavne linije

stepenica čiji je početak u gornjem lijevom uglu matrice i postepeno pada prema dole desno. Pivoti
su prvi nenula elementi u ešelon redovima. Tipična struktura za matricu koja je u red ešelon obliku
je ilustrirana ispod, gdje su pivoti zaokruženi.

�

(0.08) Rang matrice
Pretpostavimo da je matrica Am×n pomoću red operacija svedena na red ešelon oblik E. Rang

matrice A se definǐse kao broj

rang(A) = broj pivota

= broj nenula redova u E

= broj osnovnih kolona u A

gdje su osnovne kolone od A definisane kao one kolone u A koje sadrže pivot pozicije. �

(0.09) Reducirani red ešelon oblik
Za matricu Em×n kažemo da je u reduciranom red ešelon obliku ako su sljedeća tri uslova

ispunjena.
(i) E je u red ešelon obliku.
(ii) Prvi nenula elemenat u svakom redu (tj. svaki pivot) je 1.
(iii) Sve vrijednosti iznad svakog pivota su 0.

Tipična struktura za matricu u reduciranom red ešelon obliku je ilustrirana ispod, gdje elementi
označeni sa ∗ mogu biti ili nula ili nenula brojevi:
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(0.10) Saglasnost
Posmatrajmo sistem linearnih jednačina Ax = b. Posmatrajmo proširenu matricu oblika [A|b].

Svaka od sljedećih tvrdnji je ekvivalentna tvrd̄enju da je Ax = b saglasan linearni sistem.
� U red redukciji matrice, red sljedećeg oblika se nikad neće pojaviti

P =
(
0 0 ... 0 | α

)
gdje je α �= 0

� b nije osnovna kolona matrice [A|b].
� rang[A|b] = rang(A).
� b je kombinacia osnovnih kolona u A. �

(0.11) Sažetak za homogene sisteme
Neka je Am×n koeficijent matrica za homogeni sistem od m linearnih jednačina sa n nepoznatih,

i pretpostavimo da je rang(A) = r.
(a) Nepoznate koje odgovaraju pozicijama osnovnih kolona (tj. pivot pozicijama) zovemo

osnovne varijable, a nepoznate koje odgovaraju pozicijama neosnovnih kolona zovemo
slobodne varijable.

(b) Postoji tačno r osnovnih varijabli i n− r slobodnih varijabli.
(c) Da bi opisali sva riješenja, matricu A reduciramo na red ešelon oblik koristeći Gausovu

eliminaciju, i poslije toga vraćamo zamjenu da bi rješenje za osnovne varijable prikazali pomoću
slobodnih varijabli. Ovo nam daje opšte riješenje koje je u obliku

x = xf1h1 + xf2h2 + ...+ xfn−rhn−r,

gdje su članovi xf1 , xf2 , ..., xfn slobodne varijable i gdje h1,h2, ...,hn−r su n× 1 kolone koje
predstavljaju odred̄eno rješenje homogenog sistema. Kolone hi su nezavisne od red ešelon oblika
koji se koristi u procesu zamjene. Kako slobodne varijable xfi uzimaju sve moguće vrijednosti,
opšte rješenje generǐse sva moguća rješenja.

(d) Homogeni sistem posjeduje jedinstveno rješenje (trivijalno rješenje) ako i samo ako
rang(A) = n - tj., ako i samo ako nema slobodnih varijabli.

�

(0.12) Sažetak za nehomogeni sistem
Neka je Am×n koeficijent matrica za nehomogeni sistem od m linearnih jednačina sa n

nepoznatih Ax = b, neka je [A|b] proširena matrica i pretpostavimo da je rang(A) = r.
(a) Svodeći [A|b] na red ešelon oblik, pa koristeći Gausove eliminacije, i na kraju izražavajući

osnoven varijable u smislu slobodnih varijabli, (sve ovo) nas vodi prema opštem rješenju

x = p+ xf1h1 + xf2h2 + ...+ xfn−rhn−r.

Kako slobodne varijable xfi uzimaju sve moguće vrijednosti, ovo opšte rješenje generǐse sva moguća
rješenja sistema.

(b) Kolona p je u stvari partikularno rješenje nehomogenog sistema.
(c) Izraz xf1h1 + xf2h2 + ...+ xfn−rhn−r je opšte rješenje pridruženog homogenog sistema.
(d) Kolona p, kao i kolona hi su nezavisne od red ešelon oblika u koji se [A|b] reducira.

5

(e) Sistem posjeduje jedinstveno rješenje ako i samo ako su sljedeće tvrdnje tačne:
� rang(A) = n = broj nepoznatih.
� Ne postoje slobodne varijable.
� Pridruženi homogeni sistem posjeduje samo trivijalno rješenje. �
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Vektorski prostori

1. Vektorski prostor i podprostor

(1.01) Definicija vektorskog prostora
Skup V zovemo vektorski prostor nad F kada operacije vektorsko sabiranje i skalarno množenje

zadovoljavaju sljedeće osobine.

(A1) x+ y ∈ V za sve x,y ∈ V . Ovu osobinu zovemo zatvorenost za vektorsko sabiranje.

(A2) (x+ y) + z = x+ (y + z) za svaki x,y, z ∈ V .
(A3) Postoji element 0 ∈ V takav da x+ 0 = x za svaki x ∈ V .
(A4) Za svaki x ∈ V , postoji element (−x) ∈ V takav da x+ (−x) = 0.

(A5) x+ y = y + x za svaki x,y ∈ V .
(Osobine (A1)-(A5) u stvari govore da je ured̄en par (V ,+) Abelova grupa.)

(M1) αx ∈ V za sve α ∈ F i x ∈ V . Ovu osobinu zovemo zatvorenost za skalarno množenje.

(M2) (αβ)x = α(βx) za sve α, β ∈ F i svaki x ∈ V .
(M3) α(x+ y) = αx+ βy za svaki α ∈ F i sve x,y ∈ V .
(M4) (α + β)x = αx+ βx za sve α, β ∈ F i svaki x ∈ V .
(M5) 1x = x za svaki x ∈ V . �

(1.02) Vektorski podprostor
Neka je S neprazan podskup vektorskog prostora V nad F (simbolički, S ⊆ V). Ako je S taod̄er

vektorski prostor nad F pod istim operacijama sabiranja i skalarnog množenja, tada za S kažemo da
je podprostor od V . Nije potrebno provjeriti svih 10 osobina iz definicije vektorskog prostora da bi
odredili da li je dati podskup vektorski podprostor - trebaju se provjeriti jedino osobine zatorenosti
(A1) i (M1). Tj. neprazan podskup S vektorskog prostora V je podprostor od V ako i samo ako

(A1) x,y ∈ S ⇒ x+ y ∈ S
i

(M1) x ∈ S ⇒ αx ∈ S za sve α ∈ F. �

(1.03) Spljoštenost
Iako ne možemo koristiti oči da bi vidjeli ”spljoštenost” u vǐsim dimenzijama (u dimenzijama

vektorskog prostora većem od 3), naš um to može sebi predstaviti kroz smisao podprostora. Od sad
pa nadalje, uvijek zamislite spljoštenu površ koja prolazi kroz koordinatni početak kad god naid̄emo
na pojam ”podprostora”. �
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(1.04) Generatori
(i) Za skup vektora S = {v1,v2, ...,vr}, podprostor

span(S) = {α1v1 + α2v2 + ...+ αrvr : αi ∈ F}

generisan pomoću svih mogućih linearnih kombinacija vektora iz S zovemo
prostor generisan pomoću S.

(ii) Ako je V vektorski prostor takav da V = span(S), kažemo da je S generator za V . Drugim
riječima S generǐse V kadgod se svaki vektor iz V može napisati kao linearna kombinacija vektora iz
S. �

(1.05) Suma podprostora
Ako su X i Y podprostori vektorskog prostora V , tada je suma od X i Y definisana kao skup

svih mogućih suma vektora iz X sa vektorima iz Y . Tj.

X + Y = {x+ y |x ∈ X i y ∈ Y}.

(i) Suma X + Y je podprostor od V .
(ii) Ako SX , SY generǐsu redom X i Y tada SX ∪ SY generǐse X + Y . �
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2. Četri fundamentalna podprostora

(2.01) Podprostori i linearne funkcije
Za linearnu funkciju f koja preslikava R

n u R
m, neka im(f) označava rang (ili sliku) funkcije f.

Tj. im(f) = {f(x) |x ∈ R
n} ⊆ R

m je skup svih ”slika” kad x uzima vrijednosti iz R
n.

Rang svake linearne funkcije f : Rn → R
m je podprostor od R

m, i svaki podprostor od R
m je

rang neke linearne funkcije.
Zbog ovog razloga, podprostor od R

m se nekad zovu linearni prostori. �

(2.02) Rang prostor
Rang prostor matrice A ∈ Matm×n(R) je, definisan kao, podprostor im(A) od R

m, koji je
generisan pomoću ranga funkcije f(x) = Ax. Tj.

im(A) = {Ax |x ∈ R
n} ⊆ R

m.

Slično, rang od A� je podprostor of Rn definisan sa

im(A�) = {A�y |y ∈ R
m} ⊆ R

n.

Kako je im(A) skup svih ”slika” vektora x ∈ R
m pod transformacijom A, nekad se u literaturi

im(A) zove slika prostor od A. �

(2.03) Kolona i red prostor
Za A ∈ Matm×n(R), sljedeće tvrdnje su tačne.
(i) im(A) = prostor generisan pomoću kolona matrice A (kolona prostor).
(ii) im(A�) = postor generisan pomoću redova matrice A (red prostor).
(iii) b ∈ im(A) ⇔ b = Ax za neki x.
(iv) a ∈ im(A�) ⇔ a� = y�A za neki y�. �

(2.04) Jednaki rang prostori
Za dvije matrice A i B istog oblika:

(i) im(A�) = im(B�) ako i samo ako A
red∼ B.

(ii) im(A) = im(B) ako i samo ako A
kol∼ B. �

(2.05) Generatori za red prostor i rang prostor
Neka je A matrica oblika m× n, i neka je U matrica u red ešelon obliku dobijena iz A.

Generatori za red i kolona prostor su sljedeći:
(i) Nenula redovi od U generǐsu im(A�).
(ii) Osnovne kolone u A generǐsu im(A). �

(2.06) Nulaprostor ili jezgro
(i) Za m× n matricu A, skup

ker(A) = {x |Ax = 0} ⊆ R
n

zovemo nulaprostor ili jezgro matrice A. Drugim riječima, ker(A) je jednostavno skup svih rješenja
homogenog sistema Ax = 0.

(ii) Skup
ker(A�) = {y |A�y = 0} ⊆ R

m

zovemo naulaprostor sa lijeve strane matrice A, zato što je ker(A�) skup svih riješenja lijevog

homogenog sistema y�A = 0�. �
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(2.07) Generator za nulaprostor
Da bi odredili generator skup za nulaprostor ker(A), gdje je rang(Am×n) = r, pomoću red

operacija reduciramo matricu A na red ešelon oblik U, i onda riješimo sistem Ux = 0. Osnovne
varijable ćemo napisati pomoću slobodnih varijabli i time kreirati opšte rješenje sistema Ax = 0 u
obliku

x = xf1h1 + xf2h2 + ...+ xfn−rhn−r.

Prema definiciji skup H = {h1,h2, ...,hn−r} generǐse ker(A). Štavǐse, može se dokazati da je H
jedinstven u smislu da je H nezavisan od oblika red ešelon matrice U.
(Opisana procedura je specijalni slučaj Kroneker-Kapelijeve metode za rješavanje sistema linearnih
jednačina, koja je poznata iz Uvoda u linearnu algebru). �

(2.08) Nula nulaprostor
Ako je A m× n matrica, tada
(i) ker(A) = {0} ako i samo ako rang(A) = n;
(ii) ker(A�) = {0} ako i samo ako rang(A) = m;

�

(2.09) Nulaprostor sa lijeve strane
Ako je rang(Am×n) = r, i ako PA = U, gdje je P nesingularna i U je u red ešelon obliku, tada

najmanje m− r redova u P generǐsu lijevi nulaprostor matrice A. Drugim riječima, ako je

P =

(
P1

P2

)
gdje je matrica P2 oblika (m− r)×m, tada

ker(A�) = im(P�
2 ).

�

(2.10) Jednakost nulaprostora
Za dvije matrice A i B istog oblika

(i) ker(A) = ker(B) ako i samo ako A
red∼ B.

(ii) ker(A�) = ker(B�) ako i samo ako A
kol∼ B.

�

(2.11) Sažetak
Četri fundamentalna podprostora pridružena matrice A su sljedeća.

• Rang ili kolona prostor: im(A) = {Ax} ⊆ R
m.

• Red prostor ili rang prostor sa lijeve strane: im(A�) = {A�y} ⊆ R
n.

• Nulaprostor (ili jezgro): ker(A) = {x |Ax = 0} ⊆ R
n.

• Nulaprostor sa lijeve strane: ker(A�) = {y |A�y = 0} ⊆ R
m.

Neka je P nesingularna matrica takva da je PA = U, gdje je U u red ešelon obliku, i
pretpostavimo da je rang(A) = r.
• Generator skup za im(A) = osnovne kolone u A.
• Generator za im(A�) = nenula redovi u U.
• Generator za ker(A) = vektori hi u opštem rješenju sistema Ax = 0.
• Generator za ker(A�) = najmanje m− r redova iz P.

Ako su A i B istog oblika, tada

• A
red∼ B ⇔ ker(A) = ker(B) ⇔ im(A�) = im(B�).

• A
kol∼ B ⇔ im(A) = im(B) ⇔ ker(A�) = ker(B�). �
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3. Linearna nezavisnost

(3.01) Linearna nezavisnost
Za skup vektora S = {v1,v2, ...,vn} kažemo da je linearno nezavisan skup kadgod je jedino

rješenje homogene jednačine
α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn = 0

za skalare αi trivijalno rješenje α1 = α2 = ... = αn = 0. Ako postoji netrivijalno rješenje za α-e (tj.
najmanje jedan αi �= 0) date homogene jednačine, skup S je linearno zavisan skup. Drugim
riječima, linearno nezavisni skupovi su oni koji ne sadrže zavisne relacije, i linearno zavisni skupovi
su oni skupovi u kojima je najmanje jedan vektor kombinacija svih osalih. Po dogovoru prazan
skup je uvijek linearno nezavisan. �

(3.02) Linearna nezavisnost i matrice
Neka je A m× n matrica.
(i) Svaka od sljedećih tvrdnji je ekvivalentna tvrd̄enju da kolone matrice A formiraju linearno

nezavisan skup.
� ker(A) = {0}.
� rang(A) = n.

(ii) Svaka od sljedećih tvrdnji je ekvivalentna tvrd̄enju da redovi matrice A formiraju linearno
nezavisan skup.

� ker(A�) = {0}.
� rang(A) = m.

(iii) Kada je A kvadratna matrica, svaka od sljedećih tvrdnji je ekvivalentna tvrd̄enju da je A
nesingularna.

� Kolone matrice A formiraju linearno nezavisan skup.
� Redovi matrice A formiraju linearno nezavisan skup. �

(3.03) Najveći nezavisi podskupovi
Ako je rang(Am×n) = r, tada vrijede sljedeće tvrdnje:
(i) Najveći nezavisni podskup kolona koji se može izvući iz A sadrži tačno r kolona.
(ii)Najveći nezavisni podskup redova koji se može izvući iz A sadrži tačno r redova.
(iii) Med̄u ostalim mogućnostima za odabir, r osnovnih kolona iz A sadrže jedan najveći

nezavisni podskup kolona iz A. �

(3.04) Osnovne tvrdnje o nezavisnosti
Za neprazan skup vektora S = {u1,u2, ...,un} u vektorskom prostoru V , sljedeće tvrdnje su

tačne.
(i) Ako S sadrži linearno zavisan podskup, tada i sam S mora biti linearno zavisan.
(ii) Ako je S linearno nezavisan, tada je i svaki podskup od S takod̄er linearno nezavisan.
(iii) Ako je S linearno nezavisan i ako je v ∈ V , tada produženi skup Sprod = S ∪ {v} je takod̄er

linearno nezavisan ako i samo ako v �∈ span(S).
(iv) Ako je S ⊆ R

m i ako je n > m, tada S mora biti linearno zavisan. �
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4. Baza i dimenzije

(4.01) Baza
Linearno nezavisan skup koji generǐse vektorski prostor V zovemo baza za V . �

(4.02) Karakterizacija baze
Neka je V podprostor od R

m, i neka je B = {b1, b2, ..., bn} ⊆ V . Sljedeće tvrdnje su ekvivalentne.
• B je baza za V .
• B je najmanji skup koji generǐse V .
• B je najveći linearno nezavisan podskup iz V . �

(4.03) Dimenzija
Dimenzija vektorskog prostora V je definisana sa

dimV = broj vektora u bilo kojoj bazi od V
= broj vektora u najmanjem skupu koji generǐse V
= broj vektora u najvećem nezavisnom podskupu iz V . �

(4.04) Dimenzije podprostora
Za vektorske prostore M i N takve da M ⊆ N , sljedeće tvrdnje su tačne.

• dimM ≤ dimN .
• Ako je dimM = dimN , tada je M = N . �

(4.05) Fundamentalni podprostori - dimenzija i baze
Za m× n matricu realnih brojeva takvu da rang(A) = r,

• dim im(A) = r,
• dim ker(A) = n− r,
• dim im(A�) = r,
• dim ker(A�) = m− r.

Neka je P nesingularna matrica takva da je PA = U, gdje je U u red ešelon obliku, i neka je H
skup od hi-ova koji se pojavljuju u opštem rješenju homogenog sistema Ax = 0.
• Osnovne kolone u A formiraju bazu za im(A).
• Nenula redovi od U formiraju bazu za im(A�).
• Skup H je baza za ker(A).
• Zadnjih m− r redova od P formira bazu za ker(A�).

Za matricu sa kompleksnim vrijednostima, tvrdnje iznad ostaju tačne ako A� zamjenimo sa A∗. �

(4.06) Slika plus jezgro teorem
• dim im(A) + dim ker(A) = n za sve m× n matrice. �

(4.07) Rang i povezanost
Neka je Γ graf koji sadrži m vrhova. Ako je Γ neorjentisan, proizvoljno dodjeljivanje strelica na

ivice grafa napravit će od Γ-e orjentisan graf, i neka je E matrica incidencije dobijenog orjentisanog
grafa.
• Γ je povezan graf ako i samo ako rang(E) = m− 1. �

(4.08) Dimenzija sume
Ako su X i Y podprostori vektorskog prostora V , tada

dim(X + Y) = dimX + dimY − dim(X ∩ Y).

�

91

(ova stranica je ostavljena prazna)

92



93 94



95 96



97 98



99 100



101 102



103 104



105 106



107 108



109 110



111 112



113 114



115 116



5. Linearne transformacije

(5.01) Linearne transformacije
Neka su U i V vektorski prostori nad poljem F (za nas to je polje R ili C).

• Linearna transformacija sa U u V je definisana kao linearna funkcija T koja preslikava U u V . Tj.
T (x+ y) = T (x) + T (y) i T (αx) = αT (x)

ili ekvivalentno
T (αx+ y) = αT (x) + T (y) za sve x,y ∈ U , α ∈ F.

• Linearni operator na U je definisana kao linearna transformacija sa U u sebe, tj., linearna

funkcija koja preslikava U nazad u U . �

(5.02) Koordinate vektora
Neka je B = {u1,u2, ...,un} baza vektorskog prostora U , i neka je v ∈ U . Koeficijente αi u

razlaganju v = α1u1 + α2u2 + ...+ αnun se zovu koordinate od v u odnosu na bazu B, i od sad pa
nadalje, [v]B će označavati kolona vektor

[v]B =

⎛
⎜⎜⎜⎝
α1

α2
...
αn

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Oprez! Poredak je važan. Ako je B′ permutacija od B, tada je [v]B′ odgovarajuća permutacija od
[v]B. �

(5.03) Prostor linearnih transformacija
• Za svaki par vektorskih prostora U i V nad F, skup L(U ,V) svih linearnih transformacija sa U

u V je vektorski prostor nad F.

• Neka su B = {u1,u2, ...,un} i B′ = {v1,v2, ...,vn}, redom, baze za U i V i neka su Bji

linearne transformacije sa U u V definisane sa Bji(u) = ξjvi, gdje je (ξ1, ξ2, ..., ξn)
� = [u]B. To jest,

izaberemo jtu koordinatu od u i prikačimo je na vi.
� BL = {Bij} i=1,...,m

j=1,...,n
je baza za L(U ,V).

� dimL(U ,V) = (dimU)(dimV). �

(5.04) Matrica koordinata
Neka su B = {u1,u2, ...,un} i B′ = {v1,v2, ...,vn}, redom, baze za U i V . Matrica koordinata od

T ∈ L(U ,V) u odnosu na par (B,B′) je definisana kao m× n matrica

[T ]BB′ =

⎛
⎝ | | |
[T (u1)]B′ [T (u2)]B′ ... [T (un)]B′

| | |

⎞
⎠ .

Drugim riječima, ako je T (uj) = α1jv1 + α2jv2 + ...+ αmjvm, tada

[T (uj)]B′ =

⎛
⎜⎜⎜⎝
α1j

α2j
...

αnj

⎞
⎟⎟⎟⎠ i [T ]BB′ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

α11 α12 ... α1n

α21 α22 ... α2n
...

...
...

αm1 αm2 ... αmn

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Kada je T linearni operator na U , i kada je samo jedna baza u igri, umjesto [T ]BB koristimo [T ]B da
označi (kvadratnu) matricu koordinata od T u odnosu na B. �
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(5.05) Djelovanje kao množenje matricom
Neka je T ∈ L(U ,V), i neka su B i B′, redom, dvije baze za U i V . Za svako u ∈ U , djelovanje

od T na u je dato pomoću množenja matrice sa koordinatama u smislu da

[T (u)]B′ = [T ]BB′ [u]B

�

(5.06) Veza sa algebrom matrica
• Ako su T, L ∈ L(U ,V), i ako su B i B′, redom, dvije baze za U i V tada

� [αT ]BB′ = α[T ]BB′ za sve skalare α,
� [T + L]BB′ = [T ]BB′ + [L]BB′ .

• Ako su T ∈ L(U ,V) i L ∈ L(V ,W), i ako su B, B′ i B′′, redom, baze za U , V i W tada
LT ∈ L(U ,W), i

� [LT ]BB′′ = [L]B′B′′ [T ]BB′ .

• Ako je T ∈ L(U ,U) invertibilna u smislu da TT−1 = T−1T = I za neki T−1 ∈ L(U ,U) tada za
svaku bazu B iz U

� [T−1]B = [T ]−1
B . �
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6. Promjena baza i sličnost

(6.01) Promjena koordinata vektora
Neka su B = {x1,x2, ...,xn} i B′ = {y1,y2, ...,yn} baze za V , i neka su T i P, redom, pridruženi

operator za promjenu baze i matrica za promenu baze, tj. T (yi) = xi za svaki i, i

P = [T ]B = [T ]B′ = [I]BB′ =

⎛
⎝ | | |
[x1]B′ [x2]B′ ... [xn]B′

| | |

⎞
⎠ .

Tada
• [v]B′ = P [v]B za svaki v ∈ V .
• P je nesingularna matrica.
• Ni jedna druga matrica se ne može koristiti umjesto P = [I]BB′ . �

(6.02) Promjena matričnih koordinata
Neka je A linearni operator na V , i neka su B i B′ dvije baze za V . Koordinatne matrice [A]B i

[A]B′ su povezane na sljedeći način.

[A]B = P−1[A]B′P, gdje je P = [I]BB′

matrica za promjenu baze sa B u B′. Ekvivalentno

[A]B′ = Q−1[A]BQ, gdje je Q = [I]B′B = P−1

matrica za promjenu baze sa B′ u B. �

(6.03) Sličnost
• Za matrice Bn×n i Cn×n kažemo da su slične matrice kadgod postoji nesingularna matrica Q

takva da B = Q−1CQ. Da bi označili da su matrice B i C slične pǐsemo B � C.

• Linearni operator f : Matn×n(R) −→ Matn×n(R) definisan sa f(C) = Q−1CQ zovemo
transformacija sličnosti. �

(6.04) Očuvanje ranga
Množenje sa nesingularnom matricom ne mijenja rang. �
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7. Invarijantni podprostori

(7.01) Invarijantni podprostori
• Neka je T linearni operator na V . Za podprostor X ⊆ V kažemo da je invarijantan podprostor

pod T (u odnosu na operator T ) kadgod je T (X ) ⊆ X .

• U ovakvim situacijama, T možemo posmatrati kao linearni operator na X zanemarujući sve
ostalo u V i time ograničiti (restriktovati) T da djeluje samo na vektore iz X . Od sad pa nadalje,
ovakav restriktovan (sužen) operator ćemo označavati sa T/X . �

(7.02) Invarijantni podprostori i predstavljanje pomoću matrice
Neka je T linearni operator na n-dimenzionalnom prostoru V , i neka su X , Y , ..., Z podprostori

od V redom sa dimenzijama r1, r2, ..., rk i bazama BX , BY ,...,BZ . Dalje, pretpostavimo da je∑
i ri = n i B = BX ∪ BY ... ∪ BZ je baza za V .
• Podprostor X je invarijantan podprostor u odnosu na T ako i samo ako [T ]B ima

blok-trougaoni oblik

[T ]B =

(
Ar1×r1 B

0 C

)
, gdje je A =

[
T/X
]
BX

.

• Svi podprostori X , Y ,..., Z, su invarijantni u odnosu na T ako i samo ako [T ]B ima

blok-trougaoni oblik

[T ]B =

⎛
⎜⎜⎜⎝
Ar1×r1 0 ... 0

0 Br2×r2 ... 0
...

...
...

0 0 ... Crk×rk

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

gdje je
A =

[
T/X
]
BX

, B =
[
T/Y
]
BY

, ..., C =
[
T/Z
]
BZ

.

�

(7.03) Trougaoni i dijagonalni blok oblici
Kada je T n× n matrica, sljedeće dvije tvrdnje su tačne.

• Matrica Q je nesingularna takva da

Q−1TQ =

(
Ar×r Br×q

0 Cq×q

)

ako i samo ako prvih r kolona u Q generǐse invarijantni podprostor u odnosu na T.

• Matrica Q je nesingularna takva da

Q−1TQ =

⎛
⎜⎜⎜⎝
Ar1×r1 0 ... 0

0 Br2×r2 ... 0
...

...
...

0 0 ... Crk×rk

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

ako i samo ako Q = (Q1|Q2|...|Qk) gdje je Qi oblika n× ri, i ako kolone od svake matrice Qi

generǐsu invarijantan podprostor u odnosu na T. �
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9. Unitarni prostori

(9.01) Opšti unutrašnji proizvod
Unutrašnji proizvod na realnom (ili kompleksnom) vektorskom prostoru V je funkcija koja

preslikava svaki ured̄en par vektora x,y u realan (ili kompleksan) skalar 〈x,y〉 takav da vrijede
sljedeće osobine.

〈x,x〉 je realan, sa osobinama 〈x,x〉 ≥ 0, i 〈x,x〉 = 0 akko x = 0,

〈x, αy〉 = α〈x,y〉 za svaki skalar α,

〈x,y + z〉 = 〈x,y〉+ 〈x, z〉,
〈x,y〉 = 〈y,x〉 (za realan prostor, ovo postaje 〈x,y〉 = 〈y,x〉).

Primjetimo da za svaku fiksiranu vrijednost od x, druga i treća osobina kaže da je 〈x,y〉 linearna
funkcija po y.

Bilo koji realan ili kompleksan vektorski prostor koji je opremljen sa unutrašnjim proizvodom se
zove unitarni prostor. �

(9.02) Opšta CBS nejednakost
Ako je V unutrašnji proizvod, i ako postavimo da je ‖ � ‖ =

√〈�, �〉, tada

|〈x,y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ za sve x, y ∈ V .

Jednakost važi ako i samo ako y = αx za α = 〈x,y〉/‖x‖2. �

(9.03) Norme u unitarnom prostoru
Ako je V unitarni prostor sa unutrašnjim proizvodom 〈x,y〉, tada

‖ � ‖ =
√
〈�, �〉 definǐse normu na V .

�

(9.04) Jednakost paralelograma
Za datu normu ‖ � ‖ na vektorskom prostoru V , postoji unutrašnji proizvod na V takav da

〈�, �〉 = ‖ � ‖2 ako i samo ako važi jednakost paralelograma

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

za sve x,y ∈ V . �
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11. Gram-Schmidtova procedura

(11.01) Uvod u problem
Cilj: Iskoristiti datu bazu B = {x1,x2, ...,xn} i uz pomoć nje konstruisati ortonormiranu bazu

O = {u1,u2, ...,un} za S.
Strategija: Postepeno konstruisati O tako da je Ok = {u1,u2, ...,uk} ortonormirana baza za

Sk = span{x1, x2, ..., xk} za k = 1, ..., n. �

(11.02) Gram-Schmidtov proces ortogonalizacije
Ako je B = {x1,x2, ...,xn} baza za neki unitarni prostor S, tada Gram-Schmidtov niz definisan

sa

u1 =
x1

‖x1‖ i uk =
xk −

∑k−1
i=1 〈ui,xk〉ui

‖xk −
∑k−1

i=1 〈ui,xk〉ui‖
za k = 2, ..., n

je ortonormirana baza za S. Kada je S n-dimenzionalni podprostor od C
m, Gram-Schmidtov niz se

može izraziti sa

uk =
(I − UkU

∗
k )xk

‖(I − UkU∗
k )xk‖ za k = 1, 2, ..., n

gdje je U1 = 0 ∈ C
m i Uk = (u1|u2|...|uk−1)m×k−1 za k > 1. �

(11.03) Klasični Gram-Schmidtov algoritam
Sljedeći algoritam je direktna ili ”klasična” implementacija Gram-Schmidtove procedure.

Oznaka a ← b znači da ”a definǐsi da bude (ili postaje) b.”

Za k = 1:
u1 ← x1

‖x1‖
Za k > 1:

uk ← xk −
k−1∑
i=1

(u∗
ixk)ui

uk ← uk

‖uk‖ �

(11.04) QR faktorizacija
Svaka matrica Am×n sa linearno nezavisnim kolonama se može jedinstveno faktorisati kao

A = QR gdje su kolone od Qm×n ortonormirana baza za im(A) a Rn×n je gornje trougaona matrica
sa pozitivnim dijagonalnim vrijednostima.

• QR faktorizacija je potpun ”opis” Gram-Schmidtove procedure zato što su kolone od
Q = (q1|q2|...|qn) dobijene kao rezultat primjene Gram-Schmidtovog procesa na kolone matrice
A = (a1|a2|...|an) a matrica R je data sa

R =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1 q∗
1a2 q∗

1a3 ... q∗
1an

0 ν2 q∗
2a3 ... q∗

2an

0 0 ν3 ... q∗
3an

...
...

...
...

0 0 0 ... νn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

gdje je ν1 = ‖a1‖ i νk = ‖ak −
∑k−1

i=1 〈qi,ak〉qi‖ za k > 1. �

(11.05) Linearni sistemi i QR faktorizacija
Ako je rang(Am×n) = n, i ako je A = QR dobijena QR faktorizacija, tada rješenje

nesingularnog trougaonog sistema
Rx = Q�b

281

je ili riješenje problema najmanjih kvadrata sistema Ax = b ili riješenje istog sistema u zavisnosti
da li je Ax = b saglasan sistem. �

(11.06) Modifikovani Gram-Schmidtov algoritam
Za linearno nezavisan skup {x1,x2, ...,xn} ⊆ C

m Gram-Schmidtov niz dat u 11.02 se može
napisati i na drugi način kao

uk =
Ek...E2E1xk

‖Ek...E2E1xk‖ gdje je E1 = I, Ei = I − ui−1u
∗
i−1 za i > 1,

i ovaj niz je generisan pomoću sljedećeg algoritma:

Za k = 1: u1 ← x1/‖x1‖ i uj ← xj za j = 2, 3, ..., n.
Za k > 1: uj ← Ekuj = uj − (u∗

k−1uj)uk−1 za j = k, k + 1, ..., n.

uk ← uk/‖uk‖. �

(11.07) Sažetak
• Kada Gram-Schmidtov proces (klasičan ili modifikovan) primjenimo na kolone matrice A

koristeći tačnu aritmetiku, svaki put dobijamo ortonormiranu bazu za im(A).

• Za računanje QR faktorizacije u aritmetici pokretnog zareza, modifikovani algoritam proizvodi
rezultate koji su dovoljno dobri a često i bolji od klasičnog algoritma, ali modificirani algoritam nije
bezuslovno stabilan - postoje situacije u kojima će proizvesti skup kolona koje nisu ni približno
ortogonalne.

• Za rješenje problema najmanjeg kvadrata sa aritmetikom pokretnog zareza, modificirana
procedura je numerički stabilan algoritam u smislu da metoda opisana u jednom od primjera vraća
rezultat koji je tačno rješenje susjednog problema najmanjih kvadrata. Kakogod, Hauseholderova
metoda (koju nismo radili ali možete tražiti papire da kopirate od predmetnog nastavnika ili
predmetnog asistenta) je dovoljno stabilna a potrebno joj je dosta manje aritmetičkih operacija. �
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12. Komplementarni podprostori

(12.01) Komplementarni podprostori
Za podprostore X i Y prostora V kažemo da su komplementarni podprostori kadgod je

V = X + Y i X ∩ Y = 0,

i u tom slučaju za V kažemo da je direktna suma od X i Y , što označavamo sa V = X ⊕ Y . (Suma
podprostora X i Y je prema definiciji skup X + Y = {x+ y|x ∈ X i y ∈ Y}.)

• Za vektorski prostor V sa podprostorima X i Y koji imaju redom baze BX i BY , sljedeće
tvrdnje su ekvivalentne.

� V = X ⊕ Y .
� Za svaki v ∈ V postoje jedinstveni vektori x ∈ X i y ∈ Y takvi da v = x+ y.
� BX ∩ BY = ∅ i BX ∪ BY je baza za V . �

(12.02) Projekcija
Pretpostavimo da je V = X ⊕ Y tako da za svaki v ∈ V postoje jedinstveni vektori x ∈ X i

y ∈ Y takvi da v = x+ y.

• Vektor x zovemo projekcija od v na X paralelno sa Y .

• Vektor y zovemo projekcija od v na Y paralelno sa X . �

(12.03) Projektori
Neka su X i Y komplementarni podprostori vektorskog prostora V tako da se svaki v ∈ V može

na jedinstven način prikazati kao suma v = x+ y, gdje je x ∈ X i y ∈ Y . Jedinstveni linearni
operator P definisan sa Pv = x zovemo projektor na X paralelno sa Y , i P ima sljedeće osobine.

• P 2 = P (P je idempotent).

• I − P je komplementarni projektor na Y paralelno sa X .

• im(P ) = {x |Px = x} (je skup ”fiksiranih tački” za P).

• im(P ) = ker(I − P ) = X i im(I − P ) = ker(P ) = Y .

• Ako je V = R
n ili Cn, tada je P dat sa

P = [X|0][X|Y ]−1 = [X|Y ]

(
I 0
0 0

)
[X|Y ]−1,

309

gdje su kolone od X i Y redom baze za X i Y . �

(12.04) Projektori i idempotenti
Linearni operator P definisan na V je projektor ako i samo ako P 2 = P. �
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13. Ortogonalna dekompozicija

(13.01) Ortogonalni komplement
Za podskup M unitarnog prostora V , ortogonalni komplement M⊥ (čitaj ”M nor”) od M je

definisan kao skup svih vektora iz V koji su ortogonalni na svaki vektor iz M. To jest

M⊥ = {x ∈ V | 〈m,x〉 = 0 za svaki m ∈ M}.
�

(13.02) Ortogonalno komplementarni podprostor
Ako je M podprostor konačno dimenzionalnog unitarnog podprostora V , tada je

V = M⊕M⊥.

Štavǐse, ako je N podprostor takav da V = M⊕N i N⊥M (svaki vektor u N je ortogonalan na
svaki vektor u M), tada

N = M⊥.

�

(13.03) Nor operator
Ako je M podprostor konačno dimenzionalnog unitarnog podprostora dimenzije n, tada su

sljedeće tvrdnje tačne

• dim(M⊥) = n− dim(M).

• M⊥⊥
= M �

(13.03) Teorema ortogonalne dekompozicije
Za svaku matricu A ∈ Matm×n(R)

im(A)⊥ = ker(A�) i ker(A)⊥ = im(A�).

Ako iskoristimo prvu osobinu iz 13.02 ovo znači da svaka matrica A ∈ Matm×n(R) pravi
ortogonalnu dekompoziciju od R

m i Rn u smislu da

R
m = im(A)⊕ im(A)⊥ = im(A)⊕ ker(A�),

i
R

n = ker(A)⊕ ker(A)⊥ = ker(A)⊕ im(A�),

�

(13.04) URV faktorizacija
Za svaku matricu A ∈ Matm×n(R) ranga r postoje ortogonalne matrice Um×m i Vn×n i

nesingularna matrica Cr×r takve da

A = URV � = U

(
Cr×r 0
0 0

)
m×n

V �.

332



• Prvih r kolona u U čine ortonormiranu bazu za im(A).

• Zadnjih m− r kolona u U čine ortonormiranu bazu za ker(A�).

• Prvih r kolona u V su ortonormirana baza za im(A�).

• Zadnjih n− r kolona u V su ortonormiranu bazu za ker(A).

Svaka različita familija ortonormiranih baza za četri fundamentalna podprostora od A proizvodi
različitu URV faktorizaciju od A. U kompleksnom slučaju, (�)� mjenjamo sa (�)∗ i ”ortogonalno”
mijenjamo sa ”unitarno”. �

(13.05) Slika normalna na jezgro
Za rang(An×n) = r, sljedeće tvrdnje su ekvivalentne:

• im(A)⊥ker(A),

• im(A) = im(A�),

• ker(A) = ker(A�),

• A = U

(
Cr×r 0
0 0

)
U�

gdje je U ortogonalna a C nesingularna matrica. Ovakve matrice ćemo zvati SNJ matrice
skraćenica od ”slika normalna na jezgro”. Neki autori ih nazivaju rang-simetrične ili EP ili RPN
matrice. Nesingularne matrice su trivijalne SNJ matrice zato što je jezgro nula. U kompleksnom
slučaju, (�)� mjenjamo sa (�)∗ i ”ortogonalno” mijenjamo sa ”unitarno”. �
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Ortogonalne projekcije

Ortogonalna projekcija Za v ∈ V , neka je v = m + n, gdje

je m ∈ M i n ∈ M⊥.

• Vektor m zovemo ortogonalna projekcija od v na M.

• Projektor PM na M paralelno sa M⊥ zovemo
ortogonalni projektor na M.

• PM je jedinstveni linearni operator takav da PMv = m.

1. Neka je P2 vektorski prostor svih realnih polinoma stepena ≤ 2,

P2 = {ax2 + bx+ c | a, b, c ∈ R}.

(a) Provjeriti da li je sa 〈p, q〉 = p(1)q(1) + 2p(0)q(0) + p(−1)q(−1) definiran unutrašnji
(skalarni) proizvod na P2.

(b) Za podprostor L ⊆ P2 generisan polinomima p1(x) = 1 i p2(x) = x odredite ortogonalni
komplement.

(c) Odredite ortogonalnu projekciju od p(x) = −2x2 + x+ 2 na L.

Konstrukcija ortogonalnog projektora Neka je M r-dimenzionalni podprostor od R
n, i neka su

kolone od Mn×r i Nn×n−r redom baze za M i M⊥. Ortogonalni projektori na M i M⊥ su
• PM = M(M�M)−1M� i PM⊥ = N(N�N)−1N�.

Ako M i N sadrže ortonormirane baze za M i M⊥, tada

• PM = MM� i PM⊥ = NN⊥

• PM = U

(
Ir×r 0
0 0

)
U�, gdje je U = (M |N).

• PM⊥ = I − PM u svim slučajevima.

2. Pronaći ortogonalnu projekciju od b na M = span{u}, pa onda odrediti projekciju od b na
M⊥, gdje je b = (4, 8)� i u = (3, 1)�.

3. Za matricu A ∈ Matm×n(R) takvu da je rang(A) = r, opisati ortogonalne projektore na svaki
od četri fundamentalna podprostora od A.

4. Neka je A =

⎛
⎝1 2 0
2 4 1
1 2 0

⎞
⎠ i b =

⎛
⎝1
1
1

⎞
⎠.

(a) Izračunati ortogonalne projektore na svaki od četri fundamentalna podprostora pridruženih
matrici A.

(b) Odrediti tačku u ker(A)⊥ koja je najbliža tački b.
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5. Neka je u ∈ R
n nenula vektor i posmatrajmo liniju L = span{u}. Konstruisati ortogonalni

projektor na L, i onda odrediti ortogonalnu projekciju proizvoljnog vektora x ∈ R
n na L.

Ortogonalni projektori Pretpostavimo da je P ∈ Matn×n(R) projektor, tj. P 2 = P. Sljedeće
tvrdnje su ekvivalentne tvrdnji: P je ortogonalni projektor.

• im(P )⊥ker(P ).

• P� = P (tj., ortogonalni projektor ⇔ P 2 = P = P�).
• ‖P‖2 = 1 za matričnu 2-normu.

(Prisjetimo se matrična 2-norma, matrice A, je definisana ‖A‖2 = max‖x‖2=1‖Ax‖2).

Teorema o najbližoj tački Neka je M podprostor
unitarnog prostora V , i neka je b vektor u V . Jedinstveni
vektor u M koji je najbliži vektoru b je p = PMb, or-
togonalna projekcija od b na M. Drugim riječima,

min
m∈M

‖b−m‖2 = ‖b− PMb‖2 = udaljenost(b,M).

Ovo se zove ortogonalna udaljenost izmed̄u b i M.

6. Kao što znamo od ranije, tijelo u R
m sa paralelnim suprotnim stranama, gdje su susjedne

strane definisane sa vektorima koji formiraju linearno nezavisan skup {x1, x2, ..., xn} se zove
n-dimenzionalni paralelopiped. Dvodimenzionalni paralelopiped je paralelogram, dok je
trodimenzionalni paralelopiped ”nahereni” kvadar. Odrediti zapreminu dvodimenzionalnog i
trodimenzionalnog paralelopipeda, i onda napraviti prirodno proširenje za iznalaženje zapremine
n-dimenzionalnog paralelopipeda.

Riješenje problema najmanjih kvadrata Svaka od sljedeće tri tvrdnje su ekvivalentne tvrdnji: x̂
je riješenje problema najmanjih kvadrata za moguć slučaj nesingularnosti linearnog sistema Ax = b.

• ‖Ax̂− b‖2 = min
x∈Rn

‖Ax− b‖2.
• Ax̂ = Pim(A)b.

• A�Ax̂ = A�b (A∗Ax̂ = A∗b kada je A ∈ Matm×n(C)).

Oprez! Ovo su vrijedne teoriske karakterizacije, ali ni jedna nije preporučljiva kada je u pitanju
račun sa pokretnim zarezom. Numerička računanja su tema nekog drugog teksta.

351 352



353 354



355 356



357 358



359

Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori Neka je Matm×n(R) skup
svihm×nmatrica čiji su elementi realni brojevi. Svojstveni vektormatrice
A ∈ Matm×n je nenula vektor v ∈ R

n takav da Av = λv za neki skalar
λ ∈ R. Svojstvena vrijednost od A je skalar λ takav da Av = λv za neki
nenula vektor v ∈ R

n. Bilo koji takav par, (λ, v), se naziva svojstveni par
matrice A. Skup svih različitih svojstvenih vrijednosti, označavamo sa
σ(A).

• λ ∈ σ(A) ⇐⇒ A− λI je singularna ⇐⇒ det(A− λI) = 0.

• {x �= 0 | x ∈ ker(A− λI)} je skup svih svojstvenih vektora pridruženih λ-di. Vektorski prostor
Eλ = ker(A− λI) := {x | (A− λI)x = 0} se naziva svojstveni prostor matrice A.

• Za kvadratnu matricu A, broj ρ(A) = maxλ∈σ(A)|λ| se naziva spektralni prečnik od A.

1. Dat je operator f : R2 → R
2 definisan na sljedeći način

f

(
x
y

)
=

(
3x+ 3y
x+ 5y

)
.

Odrediti svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti operatora f .

2. Odrediti svojstvene vrijednosti i opisati odgovarajuće svojstvene prostore matrice

(a) A =

⎛
⎝−1 6 −12

0 −13 30
0 −9 20

⎞
⎠ ; (b) A =

⎛
⎝ 17 −10 −5

45 −28 −15
−30 20 12

⎞
⎠

Karakteristični polinom i jednačina

• Karakteristični polinom matrice A ∈ Matn×n je p(λ) = det(A − λI). Stepen od p(λ) je n, i
vodeći član u p(λ) je (−1)nλn.

• Karakteristična jednačina za A je p(λ) = 0.

• Svojstvena vrijednosti za A su rješenja karakteristične jednačine ili, ekvivalentno, korijeni
karakterističnog polinoma.

• Iako matrica A ima n svojstvenih vrijednosti, neke svojstvene vrijednosti mogu biti kompleksni
brojevi (čak iako su elementi matrice A realni brojevi), a neke svojstvene vrijednosti se mogu ponoviti.

• Ako matrica A sadrži samo realne brojeve, tada njezine kompleksne svojstvene vrijednosti se
moraju pojaviti u konjugovanim parovima - tj., ako je λ ∈ σ(A), tada je λ ∈ σ(A).

3. Data je matrica

(a) A =

(
3 3
1 5

)
; (b) A =

(
1 −1
1 1

)
.

Odrediti karakteristični polinom matrice A, kao i odgovarajće svojstvene prostore.

Rješenje-upute: (b) det(A− λI) = λ2 − 2λ+ 2; σ(A) = {1 + i, 1− i};
ker(A− (1 + i)I) = span{(i, 1)�}; ker(A− (1− i)I) = span{(−i, 1)�}.
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Vǐsestrukost Neka je σ(A) skup svih (različitih) svojstvenih vrijednosti matrice A, i neka je λ ∈
σ(A). Algebarska vǐsestrukost od λ je broj koji predstavlja koliko se puta λ ponavlja kao korijen
karakterističnog polinoma matrice A). Drugim riječima, algmultA(λi) = ai ako i samo ako je (x −
λ1)

a1 ...(x− λs)
as = 0 karakteristična jednačina matrice A. U slučaju kada je algmultA(λ) = 1, λ se

naziva jednostavna svojstvena vrijednost. Geometrijska vǐsestrukost od λ je dim ker(A−λI). Drugim
riječima, geomultA(λ) je maksimalan broj linearno nezavisnih svojstvenih vektora pridruženih matrici
λ.

4. Odrediti algebarske i geometriske vǐsestrukosti svojstvenih vrijednosti matrice

(a) A =

⎛
⎝2 1 0
1 2 0
0 0 3

⎞
⎠ ; (b) A =

⎛
⎝3 −3 2
1 −1 2
1 −3 4

⎞
⎠ .

5. Zadana je matrica

(a) A =

⎛
⎝7 −4 0
a −7 b
3 −2 0

⎞
⎠ (b) A =

⎛
⎝ 1 −12 5

a 2 −3
b 1 −2

⎞
⎠

čije su dvije svojstvene vrijednosti -1 i 1. Odrediti parametre a, b ∈ R i algebarske vǐsestrukosti
(algebarske kratnosti) svih svojstvenih vrijednosti matrice A.

Sličnost

• Za dvije n×n matrice A i B kažemo da su slične kadgod postoji nesingularna matrica P takva
da je P−1AP = B. Proizvod P−1AP se naziva transformacija sličnosti na A.

• Fundamentalni problem. Za datu kvadratnu matricu A, svesti je na najjednostavniju moguću
formu primjenom transformacija sličnosti.

6. Neka je data n×nmatrica A sa elementima iz R i neka su λ1, λ2, ..., λn ∈ R svojstvene vrijednosti
matrice A, koje ne moraju biti različite, sa odgovarajućim svojstvenim vektorima v1, v2, ..., vn ∈ R

n,
i pretpostavimo da su v1, v2, ..., vn linearno nezavisni. Pokazati da tada vrijedi

P−1AP = D

gdje su

P =

⎛
⎝ | | |
v1 v2 ... vn
| | |

⎞
⎠ i D =

⎛
⎜⎜⎜⎝
λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
...

0 0 ... λn

⎞
⎟⎟⎟⎠

Dijagonabilnost Neka je data matrica A ∈ Matn×n(R). Za matricu A kažemo da je dijagonabilna
ako postoji invertibilna matrica P , sa elementima iz R, takva da je P−1AP dijagonalna matrica, sa
elementima iz R. Drugim riječima, za kvadratnu matricu A kažemo da je dijagonabilna kadgod je
slična dijagonalnoj matrici.

7. Dijagonalizitati matricu

(a) A =

(
3 3
2 5

)
; (b) A =

(
1 −5
1 −1

)
;

(tj. odrediti invertibilnu matricu P , sa elementima iz R, za koju vrijedi da P−1AP = D, gdje je D
dijagonalna matrica sa elementima iz R).
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Sadržaj - Zadaci sa ispitnih rokova podjeljeni po oblas-

tima, sa rješenjima

1 Vektorski prostori i podprostori. Linearna nezavisnost. Baza i dimenzije 2

2 Linearne transformacije 2

3 Promjena baza i sličnost 3

4 Invarijantni podprostori 3

5 Vektorska norma 4

6 Unitarni prostori 4

7 Ortogonalni vektori 4

8 Gram-Schmidtova procedura 4

9 Komplementarni podprostori 5

10 Ortogonalna dekompozicija 5

11 Ortogonalne projekcije 5
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1 Vektorski prostori i podprostori. Linearna nezavis-

nost. Baza i dimenzije

1. Neka je L = {(x1, x2, x3) ∈ R
3|x1 + x2 = 0,−x1 + 2x2 + x3 = 0} . Dokazati da je L vek-

torski podprostor od R
3, te mu odrediti bazu i dimenziju.

2. Bez računanja determinante, odrediti da li kolone matrice A formiraju linearno nezavisan
skup

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7 3 0 ... 0 0
2 7 3 ... 0 0
0 2 7 ... 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... 7 3
0 0 0 ... 2 7

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
n×n

.

Da li je matrica A singularna?

3. Neka je V = R
n i neka je (a1, a2, ..., an)

� fiksirani vektor iz V . Dokazati da je familija svih
elemenata (x1, x2, ..., xn)

� iz V sa osobinom a1x1+ ...+anxn = 0 vektorski podprostor prostora
V . Drugim riječima da je

M = {(x1, x2, ..., xn)
� ∈ V | a1x1 + ...+ anxn = 0}

vektorski podprostor od V . Odrediti bazu i dimenziju ovog podprostora.

4. Dat je vektorski prostor R
+ (svih pozitivnih realnih brojeva) nad poljem R, na kome su

operacije sabiranja vektora i množenje vektora skalarom definisane na sljedeći način

vektorsko sabiranje: ∀u, v ∈ R
+ u+ v = uv;

množenje skalarom: ∀u ∈ R
+, ∀α ∈ R αu = uα.

Odrediti bazu i dimenziju ovog vektorskog prostora. Odgovor obrazložiti.

2 Linearne transformacije

5. Neka je

⎡
⎣1 2 0
2 0 1
0 −1 0

⎤
⎦ matrica linearnog operatora T u kanonskoj bazi S (drugim riječima

[T ]S =

⎡
⎣1 2 0
2 0 1
0 −1 0

⎤
⎦ gdje je S =

⎧⎨
⎩
⎛
⎝1
0
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝0
1
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝0
0
1

⎞
⎠
⎫⎬
⎭). Odrediti matricu operatora T u bazi

S ′ =

⎧⎨
⎩
⎛
⎝2
0
1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝1
1
1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 3
−2
−1

⎞
⎠
⎫⎬
⎭ (drugim riječima odrediti [T ]S′).

6. Neka je ϕ linearna transformacija ϕ : R4 −→ R takva da ϕ

⎛
⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ = 1, ϕ

⎛
⎜⎜⎝

1
−1
1
0

⎞
⎟⎟⎠ = 1,

ϕ

⎛
⎜⎜⎝

1
−1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ = 0, ϕ

⎛
⎜⎜⎝

1
−1
1
−1

⎞
⎟⎟⎠ = 0. Odrediti ϕ

⎛
⎜⎜⎝
a
b
c
d

⎞
⎟⎟⎠.
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7. Zadana je linearna transformacija T : P2 −→ Mat2×2(R):

T (p) =

(
p(0) p(−1)
p(1) p(2)

)
.

Prikažite transformaciju T u paru standardnih baza (drugim riječima odredite matricu koordi-
nata od T ∈ L(S,S ′)) u odnosu na par (S,S ′), gdje su S i S ′, redom, standardne baze za P2 i
Mat2×2(R), te mu odredite po jednu bazu za jezgru i sliku. Da li postoji polinom q ∈ P2 takav

da je T (q) =

(
2 1
5 4

)
? (P2 je prostor polinoma stepena ≤ 2).

3 Promjena baza i sličnost

8. Neka je R rotacija, za ugao od 90◦ čiji je centar rotacije koordinatni početak, koja preslikava
svaku tačku v ∈ R

2 u odgovarajuću tačku v′ ∈ R
2 kao što je prikazano na slici desno.

a) Odrediti koordinate rotacije R u odnosu na standardnu
bazu.

b) Odrediti rotaciju tačke v =

(
α
β

)
za ugao od 90◦ čiji je

centar rotacije koordinatni početak.
c) Odrediti koordinate rotacije R u odnosu na bazu{(
1
1

)
,

(
1
−1

)}
.

9. Neka je T linearni operator na prostoru R
2 koji proizvoljan vektor v ∈ R

2 preslikava osnom
simetrijom s osom u pravoj y = x u vektor v′ (vidi sliku). (Drugim riječima T je osna simetrija
s osom u pravoj y = x).

(a) Odrediti matricu koordinata T u odnosu na standardnu bazu.

(b) Odrediti (koordinate) osnu simetriju tačke v =

(
α
β

)
s osom u pravoj y = x.

(c) Odrediti koordinate osne simetrije T (odrediti matricu operatora T ) u odnosu na

bazu

{(
1
1

)
,

(
1
−1

)}
.

10. Neka je T linearni operator na prostoru R
2 koji vektor najprije rotira za ugao π/3 oko

koordinatnog početka u pozitivnom smjeru, a zatim reflektuje (zrcali) u odnosu na pravac
y = x. Izračunati matricu operatora T (drugim riječima matricu koordinata od T ) u bazi
B = {(1, 1)�, (1,−1)�}. Odredite koordinate tačke T (v) u odnosu na ovu bazu, gdje je v
proizvoljan element iz R

2.

4 Invarijantni podprostori

11. Odrediti sve podprostore prostora R
2 koji su invarijantni u odnosu na A =

(
0 1
−2 3

)
.
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5 Vektorska norma

12. Izračunati 1-, 2- i ∞-norme vektora x =

⎛
⎜⎜⎝

2
−1
−4
−2

⎞
⎟⎟⎠ i y =

⎛
⎜⎜⎝
1 + i
1− i
1
4i

⎞
⎟⎟⎠.

13. Ako je x, y ∈ R
n tako da ‖x+ y‖2 = ‖x− y‖2, šta je x�y?

6 Unitarni prostori

14. Posmatrajmo vektorski prostor Matm×n(R) svih m× n matrica. Pokazati da je funkcija
definisana sa

〈A,B〉 = trag(A�B)

unutrašnji (skalarni) proizvod na prostoru Matm×n(R).

7 Ortogonalni vektori

15. Posmatrajmo sljedeći skup od tri vektora⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩x1 =

⎛
⎜⎜⎝

1
−1
0
2

⎞
⎟⎟⎠ , x2 =

⎛
⎜⎜⎝
1
1
1
0

⎞
⎟⎟⎠ , x3 =

⎛
⎜⎜⎝
−1
−1
2
0

⎞
⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(a) Koristeći standardni unutrašnji proizvod u R
4 provjeriti da li su ovi vektori med̄usobno

ortogonalni.
(b) Pronaći nenula vektor x4 tako da je {x1, x2, x3, x4} skup med̄usobno ortogonalnih

vektora.
(c) Pretvoriti dobijeni skup u ortonormiranu bazu za R

4.

8 Gram-Schmidtova procedura

16. Dat je vektorski prostor L vektorskog prostora Mat2×2(R) definisan sa

L = {A ∈ Mat2×2(R) |AX −XA = 0, X =

[
0 1
2 0

]
}.

Razmatrajući standardni unutrašnji proizvod za matrice 〈A,B〉 = trag(A�B) odrediti ortonormi-
ranu bazu za L.
17. Zadan je unitarni prostor Mat2×2(R) sa skalarnim (unutrašnjim) proizvodom 〈A,B〉 =
trag(A�B) i neka je L vektorski podprostor Mat2×2(R) definiran kao

L = span

{(
0 3
3 −3

)
,

(−2 −2
6 −2

)
,

(−1 1
−1 1

)}
.

Nad̄ite ortonormiranu bazu za L.
18. Dat je unitarni prostor P3, polinoma stepena ≤ 3, sa skalarnim (unutrašnjim) proizvodom

〈p, q〉 = 1

4

3∑
i=0

p(λi)q(λi)
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gdje su λ0 = 3, λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = −3. Primjenom Gram-Schmidtovog procesa ortonormi-
rati bazu {−1, x,−x2, x3}.

9 Komplementarni podprostori

19. Dat je vektorski podprostor M prostora R
4 definisan sa

M = {(z1, z2, z3, z4)� ∈ R
4 | z1 + 2z2 + z3 = 0, 2z1 + z2 − z3 = 0, z1 + 5z2 + 4z3 = 0}.

Odrediti mu jedan (direktni) komplement (koji nije ortogonalni komplement).

20. U prostoru R
5 zadan je podprostor M razapet (generisan) vektorima (0, 0, 1, 0, 0)� i

(0, 1, 0, 1, 0)� i podprostor

L = {(x1, x2, x3, x4, x5)
� ∈ R

5 | x1 − x2 + x3 = 0, 2x1 − 2x2 + x3 + x4 = 0}
(a) Odrediti bazu i dimenziju vektorskih prostora M i L.
(b) Odrediti dimenziju vektorskog prostora M∩L.
(c) Odrediti neku bazu za (direktni) komplement prostora L (koji nije ortogonalni kom-

plement).

10 Ortogonalna dekompozicija

21. Odrediti URV faktorizaciju matrice A =

⎡
⎣ 1 2 3
−1 −2 −3
2 4 5

⎤
⎦.

22. Baza vektorskog prostora L =
{
(x1, x2, x3)

� ∈ R
3 | x1 + x2 = 0,−x1 + 2x2 + x3 = 0

}
je

B =

⎧⎨
⎩
⎛
⎝ 1
−1
3

⎞
⎠
⎫⎬
⎭. Odrediti mu jedan ortogonalni komplement (u odnosu na standardni un-

utrašnji (skalarni) proizvod 〈x, y〉 = x�y).

23. U unitarnom prostoru P2 = {p(x) = ax2 + bx+ c : a, b, c ∈ R} polinoma stepena manjeg

ili jednakog 2 sa skalarnim (unutrašnjim) proizvodom 〈p, q〉 = ´ 1

−1
p(x)q(x) dx dat je podprostor

M = span{x2 − 1, x+ 1}.
Odredite jednu bazu za M⊥, te nad̄ite prikaz polinoma p(x) = 2x2 + x + 5 u obliku sume
p = p1 + p2, pri čemu je p1 ∈ M, p2 ∈ M⊥.

11 Ortogonalne projekcije

24. Neka je P2 vektorski prostor svih realnih polinoma stepena ≤ 2,

P2 = {ax2 + bx+ c | a, b, c ∈ R}.
a) Provjeriti da li je sa 〈p, q〉 = p(1)q(1)+2p(0)q(0)+p(−1)q(−1) definiran unutrašnji (skalarni)
proizvod na P2.
b) Za podprostor L ⊆ P2 generisan polinomima p1(x) = 1 i p2(x) = x odredite ortogonalni
komplement.
c) Odredite ortogonalnu projekciju od p(x) = −2x2 + x+ 2 na L.
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