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Osnovne definicije i rezultati iz
Uvoda u linearnu algebru

(0.01) Simetrije

Neka je A = [a;;] kvadratna matrica (matrica oblika n x n).

a) Za A kazemo da je simetriéna matrica kadgod je A = AT, tj. kadgod a;; = aj;.

b) Za A kazemo da je nakrivo-simetricna matrica kadgod je A = —AT| tj. kadgod a;; = —ay;.

¢) Za A kazemo da je hermitska matrica kadgod je A = A*, tj. kadgod je a;; = @;;. Ovo je
kompleksni analog simetri¢nosti.

d) Za A kazemo da je nakrivo-hermitska matrica kadgod je A = —A*, tj. kadgod je a;; = @y;.
Ovo je kompleksni analog nakrivo-simetric¢nosti. o

(0.02) Dijagonalne i trougaone matrice

A 0 ... 0
Ao 0

a) Matrice oblike D = . zovemo dijagonalne matrice i Cesto ih oznacavamo sa
0 0 .. M\

dZ(Jg(A(], )\17 /\d)

b) Glavna dijagonala kvadratne matrice su elementi koji se nalaze na dijagonalnoj liniji koja
pocinje u gornjem lijevom uglu matrice a zavrsava u donjem desnom uglu. Za kvadratnu matricu
kazemo da je trougaona matrica ako su svi elementi iznad glavne dijagonale ili ispod glavne
dijagonale jednaki nula. Za kavadratnu matricu kazemo da je gornje-trougaona matrica ako su svi
elementi ispod glavne dijagonale jednaki nula. Za kvadratnu matricu kazemo da je
donje-trougaona matrica ako su svi elementi iznad glavne dijagonale jednaki nuli. o

(0.03) Inverzna matrica
Za datu kvadratnu matricu A, x,, matricu B, x, koja zadovoljava uslov

AB=1 i BA=1

zovemo inverz od A i oznaéavamo sa B = A~!. Nisu sve kvadratne matrice invertibilne - nula
matrica je trivijalni primjer, i postoji veliki broj nenula matrica koje nisu invertibilne. Za
invertibilnu matricu kazemo da je nesingularna, a za kvadratnu matricu koja nema inverznu
matricu kazemo da je singularna matrica. 3

(0.04) Saglasan i nesaglasan sistem
Za sistem od m linearnih jednacina sa n nepoznatih kazemo da je saglasan sistem ako posjeduje
bar jedno rjesenje. Ako sistem nema rjesenja, tada za sistem kazemo da je nesaglasan sistem. o

(0.05) Elementarne red (kolona) operacije
Elementarne red (kolona) operacije su:
(i) Zamjena mjesta redova (kolona) i i j.
(ii) Mnozenje reda (kolone) i sa « # 0.
(iii) Dodavanje reda (kolone) ¢ pomnoZene nekim brojem redu (koloni) j. o

(0.06) Ekvivalencija

(i) Kadgod matricu B mozemo dobiti iz matrice A kombinacijom elementarnih red ili kolona
operacija, pisemo A ~ B, i kazemo da su A i B ekvivalentne matrice. S obzirom da su elementarne
red i kolona operacije u stvari mnozenje redom sa lijeve i desne strane elementarnim matricama

moze se dokazati da
A~B & PAQ = B za nesingularne P i @
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(i) Kadgod se matrica B moze dobiti iz matrice A primjenjujuéi samo red operacije, pisemo

red . - . . . . P
A '~ B, ikazemo da su matrice A i B red ekvivalentne. Drugim rije¢ima

red .
AX'B & PA= B zanesingularnu P.

(iii) Kad god se matrica B moze dobiti iz matrice A primjenjujuéi samo niz uzastopnih kolona
.. . kol . - . . . . PP
operacija, pisemo A ~ B, i kazemo da su matrice A i B kolona ekvivalentne. Drugim rije¢ima

A¥ B o AQ = B za nesingularnu Q.

(0.07) Red eselon oblik

Za m x n matricu £, sa redovima Ej, i kolonama FE,;, kazemo da je u red eselon obliku ako
sljedeca dva uslova vrijede:

(a) Ako su svi elementi reda F;, jenaki nuli, tada su i svi elementi u redovima ispod Ej, jednaki
nuli, tj. svi nula redovi su na dnu matrice.

(b) Ako se prvi nenula elemenat u E;, nalazi na jtoj poziciji, tada su svi elementi ispod i-te
pozicije u kolonama FE,,, E,s,...,E,; nule.

Ova dva uslova kazu da nenula elementi u eselon obliku moraju lezati na ili iznad glavne linije
su prvi nenula elementi u eselon redovima. Tipi¢na struktura za matricu koja je u red eselon obliku
je ilustrirana ispod, gdje su pivoti zaokruzeni.

@ * % * % ok x %
0 0 @ * % ok x %
0 0 0 ® * * * *
000 0 00 (® =
0 0 0 0 00 0 O
0O 0 0 0 OO0 0 O

(0.08) Rang matrice
Pretpostavimo da je matrica A,,x, pomoc¢u red operacija svedena na red eselon oblik E. Rang
matrice A se definise kao broj
rang(A) = broj pivota
= broj nenula redova u £

= broj osnovnih kolona u A

gdje su osnovne kolone od A definisane kao one kolone u A koje sadrze pivot pozicije. o

(0.09) Reducirani red eselon oblik

Za matricu E,,x, kazemo da je u reduciranom red eselon obliku ako su sljedeca tri uslova
ispunjena.

(i) E je u red eselon obliku.

(ii) Prvi nenula elemenat u svakom redu (tj. svaki pivot) je 1.

(iii) Sve vrijednosti iznad svakog pivota su 0.
Tipi¢na struktura za matricu u reduciranom red eselon obliku je ilustrirana ispod, gdje elementi
oznaceni sa * mogu biti ili nula ili nenula brojevi:




@ * 0 0 x x 0 =x
0 0@® 0 % % 0 =
00 0 @O * x 0 =
000 0 00 Q@ =
0 0 0 0 0O O0 O
0 0 0 0 0O O0 O
o
(0.10) Saglasnost
Posmatrajmo sistem linearnih jedna¢ina Az = b. Posmatrajmo prosirenu matricu oblika [A|b].
Svaka od sljede¢ih tvrdnji je ekvivalentna tvrdenju da je Az = b saglasan linearni sistem.
> U red redukciji matrice, red sljedeceg oblika se nikad nece pojaviti
P=(0 0 .. 0 | a) gdicje a#0
> b nije osnovna kolona matrice [A|b].
> rang[A|b] = rang(A).
> b je kombinacia osnovnih kolona u A. o

(0.11) Sazetak za homogene sisteme

Neka je A,xn koeficijent matrica za homogeni sistem od m linearnih jednaé¢ina sa n nepoznatih,
i pretpostavimo da je rang(A) = r.

(a) Nepoznate koje odgovaraju pozicijama osnovnih kolona (tj. pivot pozicijama) zovemo
osnovne varijable, a nepoznate koje odgovaraju pozicijama neosnovnih kolona zovemo
slobodne varijable.

(b) Postoji tatno r osnovnih varijabli i n — r slobodnih varijabli.

(c) Da bi opisali sva rijesenja, matricu A reduciramo na red eselon oblik koriste¢i Gausovu
eliminaciju, i poslije toga vra¢amo zamjenu da bi rjeSenje za osnovne varijable prikazali pomocu
slobodnih varijabli. Ovo nam daje opste rijesenje koje je u obliku

r=zphi+rphy+ . 4 xp, A,

gdje su clanovi zy,, xy,, ..., Ty, slobodne varijable i gdje ki, ho, ..., h,_, sun x 1 kolone koje
predstavljaju odredeno rjesenje homogenog sistema. Kolone h; su nezavisne od red eselon oblika
koji se koristi u procesu zamjene. Kako slobodne varijable x, uzimaju sve moguce vrijednosti,
opste rjesenje generiSe sva moguca rjesenja.

(d) Homogeni sistem posjeduje jedinstveno rjesenje (trivijalno rjesenje) ako i samo ako
rang(A) = n - tj., ako i samo ako nema slobodnih varijabli.

(0.12) Sazetak za nehomogeni sistem

Neka je A,,xn koeficijent matrica za nehomogeni sistem od m linearnih jednacina sa n
nepoznatih Ax = b, neka je [A|b] prosirena matrica i pretpostavimo da je rang(A) = r.

(a) Svodeéi [A|b] na red eselon oblik, pa koriste¢i Gausove eliminacije, i na kraju izrazavajuéi
osnoven varijable u smislu slobodnih varijabli, (sve ovo) nas vodi prema opstem rjesenju

rT=p+ -Tflhl + If2h2 + .+ wfn,,hn—r-

Kako slobodne varijable zy, uzimaju sve moguce vrijednosti, ovo opste rjesenje generise sva moguca
rjeSenja sistema.

(b) Kolona p je u stvari partikularno rjeSenje nehomogenog sistema.

(c) Izraz xg hy + xpho + ... + x5, hy,, je opste rjesenje pridruzenog homogenog sistema.

(d) Kolona p, kao i kolona h; su nezavisne od red eselon oblika u koji se [A|b] reducira.

5

(e) Sistem posjeduje jedinstveno rjesenje ako i samo ako su sljedeée tvrdnje taéne:
> rang(A) = n = broj nepoznatih.
> Ne postoje slobodne varijable.
> Pridruzeni homogeni sistem posjeduje samo trivijalno rjesenje.
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Vektorski prostori

1. Vektorski prostor i podprostor

(1.01) Definicija vektorskog prostora
Skup V zovemo vektorski prostor nad F kada operacije vektorsko sabiranje i skalarno mnozenje
zadovoljavaju sljedece osobine.

Al) z+y €V zasve x,y € V. Ovu osobinu zovemo zatvorenost za vektorsko sabiranje.
A2) (x+y)+z=x+ (y+2) zasvaki z,y,z € V.

A3) Postoji element 0 € V takav da  + 0 = x za svaki z € V.

Ad4) Za svaki x € V, postoji element (—x) € V takav da  + (—x) = 0.

AS) z+y=y+xzasvaki z,y € V.

M1) ax € V zasve a € Fia € V. Ovu osobinu zovemo zatvorenost za skalarno mnoZenje.

M2) (afB)x = a(Bz) za sve o, B € F isvaki @ € V.

M3) a(x+y) =ax+ Py zasvakia € Fisve z,y € V.

M4) (o + )z = ax + fx zasve o, f € Fisvakix € V.

M5) 1z = x za svaki @ € V. o

(
(
(
(
(
(Osobine (A1)-(A5) u stvari govore da je ureden par (V,+) Abelova grupa.)
(
(
(
(
(

(1.02) Vektorski podprostor

Neka je S neprazan podskup vektorskog prostora V nad F (simbolicki, S C V). Ako je S taoder
vektorski prostor nad F pod istim operacijama sabiranja i skalarnog mnozenja, tada za S kazemo da
je podprostor od V. Nije potrebno provjeriti svih 10 osobina iz definicije vektorskog prostora da bi
odredili da i je dati podskup vektorski podprostor - trebaju se provjeriti jedino osobine zatorenosti
(A1) i (M1). Tj. neprazan podskup S vektorskog prostora V je podprostor od V ako i samo ako

(Al) zyeS=zxz+yesS

1
M1l) zeS=axecSzasveach. S

(1.03) Spljostenost

Tako ne mozemo koristiti o¢i da bi vidjeli "spljostenost” u visim dimenzijama (u dimenzijama
vektorskog prostora veéem od 3), nas um to moze sebi predstaviti kroz smisao podprostora. Od sad
pa nadalje, uvijek zamislite spljostenu povrs koja prolazi kroz koordinatni pocetak kad god naidemo
na pojam “podprostora”. o

21

(1.04) Generatori
(i) Za skup vektora S = {v1, vy, ..., v, }, podprostor

span(S) = {avy + asvs + ... + v, ; € F}

generisan pomocu svih mogucih linearnih kombinacija vektora iz S zovemo
prostor generisan pomocu S.

(i) Ako je V vektorski prostor takav da V = span(S), kazemo da je S generator za V. Drugim
rijecima S generise V kadgod se svaki vektor iz V moze napisati kao linearna kombinacija vektora iz

S. o

(1.05) Suma podprostora
Ako su X i Y podprostori vektorskog prostora V, tada je suma od X' i Y definisana kao skup
svih mogucih suma vektora iz X' sa vektorima iz ). Tj.

X+Y={x+ylzecXiyec)}

(i) Suma X + Y je podprostor od V.
(if) Ako Sy, Sy generisu redom X i ) tada Sy U Sy generise X + V. o

22
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2. Cetri fundamentalna podprostora

(2.01) Podprostori i linearne funkcije

Za linearnu funkciju f koja preslikava R™ u R™, neka im(f) oznacava rang (ili sliku) funkcije f.

Tj. im(f) = {f(x) | € R"} CR™ je skup svih "slika” kad & uzima vrijednosti iz R".

Rang svake linearne funkcije f : R* — R™ je podprostor od R™, i svaki podprostor od R™ je
rang neke linearne funkcije.

Zbog ovog razloga, podprostor od R™ se nekad zovu linearni prostori.

(2.02) Rang prostor
Rang prostor matrice A € Maty,x,(R) je, definisan kao, podprostor im(A) od R™, koji je
generisan pomocu ranga funkcije f(x) = Az. Tj.

im(A) = {Az|x € R"} CR™.
Sli¢no, rang od AT je podprostor of R definisan sa
im(AT) = {ATy |y e R™} CR".

Kako je im(A) skup svih "slika” vektora € R™ pod transformacijom A, nekad se u literaturi
im(A) zove slika prostor od A.

(2.03) Kolona i red prostor
Za A € Mat,,xn(R), sljedeée tvrdnje su tacne.
(i) im(A) = prostor generisan pomocu kolona matrice A (kolona prostor).
(i) 4m(A") = postor generisan pomocéu redova matrice A (red prostor).
(ili) b € im(A) < b = Ax za neki x.
(iviacim(AT) & a’ =y "Azanekiy'.

(2.04) Jednaki rang prostori
Za dvije matrice A i B istog oblika:
(i) im(AT) = im(B") ako i samo ako A < B.
(ii) ¥m(A) = im(B) ako i samo ako A % B.

(2.05) Generatori za red prostor i rang prostor

Neka je A matrica oblika m X n, i neka je U matrica u red eselon obliku dobijena iz A.
Generatori za red i kolona prostor su sljedeéi:

(i) Nenula redovi od U generisu im(AT).

(i) Osnovne kolone u A generisu im(A).

(2.06) Nulaprostor ili jezgro
(i) Za m x n matricu A, skup

ker(A) = {z| Az =0} CR"

zovemo nulaprostor ili jezgro matrice A. Drugim rije¢ima, ker(A) je jednostavno skup svih rjesenja

homogenog sistema Ax = 0.
(it) Skup
ker(AT) = {y| ATy = 0} C R™
zovemo naulaprostor sa lijeve strane matrice A, zato §to je ker(AT) skup svih rijesenja lijevog
homogenog sistema y' A =0".
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(2.07) Generator za nulaprostor
Da bi odredili generator skup za nulaprostor ker(A), gdje je rang(Amxy,) = r, pomocu red
operacija reduciramo matricu A na red eselon oblik U, i onda rijesimo sistem Uz = 0. Osnovne

varijable éemo napisati pomocu slobodnih varijabli i time kreirati opSte rjeSenje sistema Az = 0 u

obliku
r=zphi+aphy+ .t ap, A,

Prema definiciji skup # = {hy, ha, ..., h,_,} generise ker(A). Stavise, moze se dokazati da je H
jedinstven u smislu da je H nezavisan od oblika red eselon matrice U.

(Opisana procedura je specijalni slu¢aj Kroneker-Kapelijeve metode za rjeSavanje sistema linearnih

jednacina, koja je poznata iz Uvoda u linearnu algebru).

(2.08) Nula nulaprostor
Ako je A m x n matrica, tada
(i) ker(A) = {0} ako i samo ako rang(A) = n;
(ii) ker(AT) = {0} ako i samo ako rang(A) =

m;

(2.09) Nulaprostor sa lijeve strane
Ako je rang(Amxn) =1, 1 ako PA = U, gdje je P nesingularna i U je u red egelon obliku, tada
najmanje m — r redova u P generisu lijevi nulaprostor matrice A. Drugim rije¢ima, ako je

P= <£1> gdje je matrica P> oblika (m — r) x m, tada
>

ker(AT) = im(P)).

(2.10) Jednakost nulaprostora
Za dvije matrice A i B istog oblika
(i) ker(A) = ker(B) ako i samo ako A < B.

i) ker(AT) = ker(BT) ako i samo ako A % B.
(ii)

(2.11) Sazetak
Cetri fundamentalna podprostora pridruzena matrice A su sljedeca.
im(A) = {Az} CR™.
im(AT) = {ATy} CR".
ker(A) = {z| Az = 0} CR"™.
ker(AT) = {y| ATy =0} CR™.

e Rang ili kolona prostor:

e Red prostor ili rang prostor sa lijeve strane:
e Nulaprostor (ili jezgro):

e Nulaprostor sa lijeve strane:

Neka je P nesingularna matrica takva da je PA = U, gdje je U u red eSelon obliku, i
pretpostavimo da je rang(A) = r.
o Generator skup za im(A) = osnovne kolone u A.
o Generator za im(A") = nenula redovi u U.
e Generator za ker(A) = vektori h; u opStem rjesenju sistema Ax = 0.
e Generator za ker(AT) = najmanje m — r redova iz P.
Ako su A i B istog oblika, tada
e AW B o ker(A)=ker(B) <« im(AT)=im(B").

eA¥ B o imA)=im(B) & ker(AT)=ker(BT).
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3. Linearna nezavisnost

(3.01) Linearna nezavisnost
Za skup vektora S = {vy,va, ..., v,} kazemo da je linearno nezavisan skup kadgod je jedino
rjesenje homogene jednacine

a1V + asvg + ... + v, =0

za skalare «; trivijalno rjeSenje oy = ap = ... = a,, = 0. Ako postoji netrivijalno rjesenje za a-e (tj.
najmanje jedan «o; # 0) date homogene jednacine, skup S je linearno zavisan skup. Drugim
rije¢ima, linearno nezavisni skupovi su oni koji ne sadrze zavisne relacije, i linearno zavisni skupovi
su oni skupovi u kojima je najmanje jedan vektor kombinacija svih osalih. Po dogovoru prazan
skup je uvijek linearno nezavisan. o

(3.02) Linearna nezavisnost i matrice
Neka je A m x n matrica.
(i) Svaka od sljedec¢ih tvrdnji je ekvivalentna tvrdenju da kolone matrice A formiraju linearno
nezavisan skup.
> ker(A) = {0}.
> rang(A) = n.
(ii) Svaka od sljedeéih tvrdnji je ekvivalentna tvrdenju da redovi matrice A formiraju linearno
nezavisan skup.
> ker(AT) = {0}.
> rang(A) = m.
(iii) Kada je A kvadratna matrica, svaka od sljedeéih tvrdnji je ekvivalentna tvrdenju da je A
nesingularna.
> Kolone matrice A formiraju linearno nezavisan skup.
> Redovi matrice A formiraju linearno nezavisan skup. o

(3.03) Najveéi nezavisi podskupovi

Ako je rang(Amxn) = 1, tada vrijede sljedeée tvrdnje:

(i) Najveéi nezavisni podskup kolona koji se moze izvuéi iz A sadrzi tacno r kolona.

(if)Najvedi nezavisni podskup redova koji se moze izvuéi iz A sadrzi tacno r redova.

(iii) Medu ostalim moguénostima za odabir,  osnovnih kolona iz A sadrze jedan najveéi
nezavisni podskup kolona iz A. o

(3.04) Osnovne tvrdnje o nezavisnosti

Za neprazan skup vektora S = {uq, us, ..., u, } u vektorskom prostoru V, sljedece tvrdnje su
tacne.

(i) Ako S sadrzi linearno zavisan podskup, tada i sam S mora biti linearno zavisan.

(ii) Ako je S linearno nezavisan, tada je i svaki podskup od S takoder linearno nezavisan.

(ili) Ako je S linearno nezavisan i ako je v € V, tada produZeni skup Sproa = S U {v} je takoder
linearno nezavisan ako i samo ako v & span(S).

(iv) Ako je S CR™ i ako je n > m, tada S mora biti linearno zavisan. o
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4. Baza i dimenzije (ova stranica je ostavljena prazna)

(4.01) Baza
Linearno nezavisan skup koji generise vektorski prostor V zovemo baza za V. o

(4.02) Karakterizacija baze
Neka je V podprostor od R™, i neka je B = {by, b, ..., b,} C V. Sljedeée tvrdnje su ekvivalentne.
o Bjebazazal.
e B je najmanji skup koji generise V.
e B je najvedi linearno nezavisan podskup iz V. o

(4.03) Dimenzija
Dimenzija vektorskog prostora V je definisana sa

dim V = broj vektora u bilo kojoj bazi od V
= broj vektora u najmanjem skupu koji generise V
= broj vektora u najveéem nezavisnom podskupu iz V. 3

(4.04) Dimenzije podprostora
Za vektorske prostore M i N takve da M C N, sljedece tvrdnje su tacne.
e dimM < dimN.
e Ako je dim M = dim N, tada je M = N. o

(4.05) Fundamentalni podprostori - dimenzija i baze
Za m x n matricu realnih brojeva takvu da rang(A) =r,
dimim(A) = r,
dim ker(A) =n —r,
dimim(AT) =7,
dim ker(AT) =m —r.

Neka je P nesingularna matrica takva da je PA = U, gdje je U u red eselon obliku, i neka je H
skup od h;-ova koji se pojavljuju u opstem rjesenju homogenog sistema Ax = 0.
e  Osnovne kolone u A formiraju bazu za im(A).
e Nenula redovi od U formiraju bazu za im(AT).
e  Skup H je baza za ker(A).
e  Zadnjih m — r redova od P formira bazu za ker(A").

Za matricu sa kompleksnim vrijednostima, tvrdnje iznad ostaju taéne ako AT zamjenimo sa A*. o

(4.06) Slika plus jezgro teorem
o dimim(A) + dimker(A) = n za sve m X n matrice. o

(4.07) Rang i povezanost

Neka je I' graf koji sadrzi m vrhova. Ako je I neorjentisan, proizvoljno dodjeljivanje strelica na
ivice grafa napravit ¢e od I'-e orjentisan graf, i neka je E matrica incidencije dobijenog orjentisanog
grafa.
e T je povezan graf ako i samo ako rang(E) =m — 1. 3

(4.08) Dimenzija sume
Ako su X' i Y podprostori vektorskog prostora V, tada

dim(X +)Y) = dim X + dim Y — dim(X N Y).
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